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基于正交 ＧＦ系统的散乱数据拟合及分析

蔡占川，陈　伟
（澳门科技大学资讯科技学院，澳门）

摘　要：提出了一种散乱数据的正交表示方法，该方法利用正交ＧＦ系统来逼近或插值给定的散乱数据点集。ｋ
（ｋ为非负整数）次ＧＦ系统是一类正交样条函数系，Ｈａａｒ函数及Ｆｒａｎｋｌｉｎ正交函数恰好分别是ｋ＝０及ｋ＝１时的
特殊情形。基于ＧＦ系统，提出了求解散乱数据问题的新的能量模型，根据该能量模型的频谱，可以对散乱数据
进行不同层次的曲面重构。实验结果表明该方法高效且效果良好。
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　　散乱数据是指在二维平面上或三维空间中，无
规则的、随机分布的抽样数据点［１］。自然界中的

很多观测信号都是散乱的，诸如卫星的观测数据、

海平面船载测量数据等。在对这些数据进行分析

时，除了抽样的数值之外，也需要知道任意位置的

数值，在这种情况下，就需要对所得到的观测数据

进行插值或逼近 （工程上通常称为拟合）［２－４］。正

如Ｒｏｕｓｓｅｌｌ所言 “描述自然的问题最后一般都归结

为逼近问题。”事实上，求解逼近问题的指导思想

有二：其一，要选择简单的函数空间作为描述对象

的逼近空间；其二，这个空间要有好的逼近度。为

了得到好的逼近效果，通常选择最佳平方逼近。接

下来的问题是，选择什么样的函数空间？对于散乱

数据而言，传统的散乱数据的曲面造型插值方法是

Ｓｈｅｐａｒｄ方法，它是一个与距离成反比的加权方法，
有在插值点附近会出现平台、精度较差、函数重建

质量较差和计算量大等缺点。后来陆续又有了各种

各样的对多元散乱数据的插值方法，都有一定的效

果，如薄板样条、光滑余因子方法、Ｂｏｘ样条［５］、

Ｂéｚｉｅｒ曲面［６］、顶点样条［７］、多项式自然样条和三

角网最优插值［８］．这些方法具有能量极小的性质，
避免插值点附近出现平台现象，重建质量较好；近

年来，细分算法成为一个热点，还有层次 Ｂ样条
方法［９］、径向基函数方法，但是它们都没有选择

正交基函数。本文试图选择一类正交基函数对散乱

数据做逼近。利用正交基逼近后，可以对散乱数据

 收稿日期：２０１３－０４－１２
基金项目：国家重点基础研究发展计划 “９７３”资助项目 （２０１１ＣＢ３０２４００）；澳门科技发展基金资助项目 （０８４／２０１２／Ａ３，

００４／２０１１／Ａ１，００６／２０１１／Ａ１，０１５／２０１０／Ａ）；国家自然科学基金面上资助项目 （６１１７０３２０，６１２７２３６４）；浙江大学
ＣＡＤ＆ＣＧ国家重点实验室开放课题资助项目 （Ａ１３１０）；广东省自然科学基金资助项目 （Ｓ２０１１０４０００２９８１）

作者简介：蔡占川 （１９７４年生），男；研究方向：计算机图形学、数据处理与分析；Ｅｍａｉｌ：ｚｃｃａｉ＠ｍｕｓｔｅｄｕｍｏ



中山大学学报 （自然科学版） 第５２卷　

进行更加深入的分析和挖掘，诸如频谱分析等。

最近，文献 ［１０］提出了一类新的正交样条
函数系———ＧＦ系统，作为样条函数空间的一组标
准正交基，它能较为精确表达连续样条函数。ＧＦ
系统是通过对一组线性无关的函数组施行正交化过

程得到，零次ＧＦ系统恰是Ｈａａｒ函数。
本文首先简要介绍 ＧＦ系统的构造过程，然后

详细介绍了基于ＧＦ系统的散乱数据的最佳逼近算
法，接着是实验结果，最后是结论与展望。

１　ｋ次ＧＦ系统简介
ｋ次ＧＦ系统是由一组线性无关的函数组经正

交化过程得到。首先定义 ｋ次 ＧＦ系统正交化之前
的线性无关函数组，记为Ｇｊｋ，ｎ（ｔ）。令

Ｇｊｋ，ｎ（ｔ）＝
０，　　ｔ∈［０，２ｊ－１

２ｎ－１
］；

（ｔ－２ｊ－１
２ｎ－１

）ｋ，　　ｔ∈（２ｊ－１
２ｎ－１

，１{ ］；

＝

（ｔ－２ｊ－１
２ｎ－１

）ｋ＋，ｔ∈［０，１］

Ｇｊｋ，ｎ（ｔ）表示ｋ次第ｎ组第ｊ个函数。其中，ｎ＝２，
３，４，…，ｊ＝１，２，…，２ｎ－２。

线性无关函数组Ｇｊｋ，ｎ（ｔ）分组排列如下：
第１组Ｇ１ｋ，１（ｔ），Ｇ

２
ｋ，１（ｔ），…，Ｇ

ｋ＋１
ｋ，１（ｔ）；

第２组Ｇ１ｋ，２（ｔ）；
第３组Ｇ１ｋ，３（ｔ），Ｇ

２
ｋ，３（ｔ）；

第４组Ｇ１ｋ，４（ｔ），Ｇ
２
ｋ，４（ｔ），Ｇ

３
ｋ，４（ｔ），Ｇ

４
ｋ，４（ｔ）；

Ｍ
第ｎ组Ｇ１ｋ，ｎ（ｔ），Ｇ

２
ｋ，ｎ（ｔ），…，Ｇ

２ｎ－２
ｋ，ｎ（ｔ）

其中，第１组表达式为：

第１组

Ｇ１ｋ，１（ｔ）＝１，　ｔ∈［０，１］

Ｇ２ｋ，１（ｔ）＝ｔ，　ｔ∈［０，１］

Ｍ
Ｇｋ＋１ｋ，１（ｔ）＝ｔ

ｋ，　ｔ∈［０，１










］

对Ｇｊｋ，ｎ（ｔ）施行ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交化，即得到相应
的ｋ次ＧＦ系统，记为Ｆｊｋ，ｎ（ｔ）。

图１是ｋ＝０，１，２，３时，Ｇｊｋ，ｎ（ｔ）与Ｆ
ｊ
ｋ，ｎ（ｔ）的部

分函数图形。

２　基于ＧＦ系统的散乱数据的最佳
平方逼近

２１　基本思想
记ＧＦ系统前ｍ项基函数ｊｊ，ｊ＝１，２，…，ｍ所张

成的函数空间为 Ｆ，即 Ｆ＝ｓｐａｎ｛φｊ（ｘ）｝
ｍ
ｊ＝１。如

图１　Ｇｊ３，ｎ（ｔ）与正交化后函数组Ｆ
ｊ
ｋ，ｎ（ｔ）

（ｋ次ＧＦ系统）部分函数图形

Ｆｉｇ１　Ｇｊ３，ｎ（ｔ）ａｎｄｔｈｅｉｒｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｚａｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｇｒｏｕｐ

Ｆｊｋ，ｎ（ｔ）（ＧＦｓｙｓｔｅｍｏｆｄｅｇｒｅｅｋ）ｇｒａｐｈｉｃｓ

果函数ｇ（ｘ）＝∑ａｊφｊ（ｘ）与测量值数据｛ｆｊ｝有误
差向量：

ｒＴ ＝（ｇ（ｘ１）－ｆ１，…，ｇ（ｘｎ）－ｆｎ）
所谓的散乱数据最佳平方逼近就是在 Ｆ中，寻找
函数ｇ（ｘ），使得这个误差向量的平方和取最小，
也就是通常意义下的最小二乘逼近。

２２　算法描述
本文处理的散乱数据集限于双自变量的数据

集：Ｐ＝｛（ｘ，ｙ，ｚ）｜ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）｝，算法可以用如下
过程描述：已知二维平面域上散乱数据点集 Ｐ＝
｛（ｘｋ，ｙｋ，ｚｋ）｜ｚｋ＝ｆ（ｘｋ，ｙｋ），ｋ＝１，２，…，Ｎ｝，如图
２所示，Ｗ为包含点集Ｐ的最小矩形域，ｘｋ∈［Ｘｍｉｎ，
Ｘｍａｘ］，ｙｋ∈［Ｙｍｉｎ，Ｙｍａｘ］。

图２　二维平面域上散乱数据点集Ｐ示意图
Ｆｉｇ２　ＳｃａｔｔｅｒｅｄｄａｔａｐｏｉｎｔｓｅｔＰｉｎｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐｌａｎｅｄｏｍａｉｎ

４７
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由于ＧＦ系统函数的定义域为区间 ［０，１］，首
先将Ω映射到 ［０，１］×［０，１］矩形域上。规则如
下：设ｌｘ ＝Ｘｍａｘ－Ｘｍｉｎ，ｌｙ＝Ｙｍａｘ－Ｙｍｉｎ，变换后点
集Ｐ′＝｛（ｘ′ｋ，ｙ′ｋ，ｚ′ｋ），ｋ＝１，２，…，Ｎ｝，其中

ｘ′ｋ ＝
ｘｋ－Ｘｍｉｎ
ｌｘ

，

ｙ′ｋ ＝
ｙｋ－Ｙｍｉｎ
ｌｙ

，

ｚ′ｋ ＝ｚｋ
此时，ｘ′ｋ∈［０，１］，ｙ′ｋ∈［０，１］。用ＧＦ系统作最
小二乘拟合，兼顾光滑性与计算量，我们一般选用

３次ＧＦ系统作为拟合基函数，假设拟合后曲面为

ｇ（ｘ，ｙ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
Ｃｉｊφｉ（ｘ）φｊ（ｙ）

各采样点残差表达式为

ｒｋ ＝ｇ（ｘｋ，ｙｋ）－ｚｋ ＝∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
Ｃｉｊφｉ（ｘｋ）φｊ（ｙｋ）－ｚｋ

残差平方和

Ｆ（Ｃｉｊ；ｉ＝１，２，…，ｍ，ｊ＝１，２，…，ｎ）＝∑
Ｎ

ｋ＝１
ｒ２ｋ

依据最小二乘算法，问题归结为确定ｍ×ｎ个
系数Ｃｉｊ使残差平方和最小。对 Ｆ（Ｃｉｊ）求偏导数并
令其为零，即得到一个ｍ×ｎ阶线性方程组，求解
此线性方程组就可以得到拟合系数Ｃｉｊ。
２３　能量模型

由于ＧＦ系统是标准正交样条函数系，拟合系

数Ｃｉｊ即为频谱。令Ｅ＝∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
Ｃ２ｉｊ，则称Ｅ为散乱

点的能量。相应地，称Ｅ及Ｃｉｊ；ｉ＝１，２，…，ｍ，ｊ＝
１，２，…，ｎ为散乱点的能量模型。因此，可以通过
对能量模型中Ｅ及 Ｃｉｊ实现对散乱数据的分析，从
而可以深度挖掘散乱数据的信息。

３　实　验
下面通过几个实验来测试 ＧＦ系统对散乱数据

的逼近效果，并利用得到的能量模型进行了散乱数

据的分析。

实验一　选定一个原始模型，如图３所示。然
后分别在模型上随机采样６００～２６００个不等的散
乱点，应用上述算法分别对各个散乱点集进行拟

合，得到拟合曲面，并计算各拟合曲面与原始曲面

的均方误差ＭＳＥ。如表１所示。图４表明了采样点
数与均方误差的变化关系，表明了本文方法对散乱

数据拟合具有较高的拟合度。

实验二　选择采用一个球面参数曲面模型，分
别在曲面上采样１２８×１２８个点，并加入随机噪声

图３　原始数据模型
Ｆｉｇ３　Ｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｍｏｄｅｌ

图４　采样点与均方误差示意图
Ｆｉｇ４　Ｓａｍｐｌｉｎｇｐｏｉｎｔｓａｎｄｔｈｅｍｅａｎｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒｄｉａｇｒａｍ

扰动以模拟真实的数据。将基于 ＧＦ系统的拟合结
果与其他几种拟合方法的结果进行比较。

注：拟合曲面与理想标准曲面的差别用相对中

误差ＲＲＭＳＥ评价，设ｉ点的真值为２５６×２５６，拟
合值为ｚｉ，误差εｉ＝ Ｚｉ－ｚｉ ，计算公式如下

ＲＲＭＳＥ＝
∑
Ｎ

ｉ＝１

εｉ
Ｚ( )
ｉ

２

槡 Ｎ
ＰＲＭＳＥ值越小说明拟合效果越好。拟合对象是一
个标准球体，其参数方程为

ｘ＝ｃｏｓθｃｏｓφ

ｙ＝ｃｏｓθｓｉｎφ　０≤φ≤２π，－π２≤θ≤
π
２

ｚ＝ｓｉｎ
{

θ
实验三　本例选取三组散乱数据，每组散乱数

据又分别含有１０００、１２００、１５００、２０００个不同
的采样点，如表３所示。

对上述散乱点采用本文算法进行拟合，并根据

得到的拟合系数计算拟合曲面的能量。拟合曲面及

其能量 （Ｅ）如表４所示。
从表 ４可以看出，同一组内曲面的 “能量”

比较接近甚至相同，不同组间的曲面的 “能量”

差别较大。因此，利用 ＧＦ系统进行散乱数据拟
合，能够拟合出光滑的曲面，亦可以进行频谱分

析。

５７
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表１　采样本文方法拟合的曲面与原曲面的均方误差
Ｔａｂｌｅ１　Ｍｅａｎｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｓｕｒｆａｃｅａｎｄｔｈｅｆｉｔｔｉｎｇｓｕｒｆａｃｅｂｙｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ

采样

点数

实际采样图示

｛ｘｋ，，ｙｋ，ｚｋ｝
频谱 拟合曲面

与原曲面的

均方误差

６００ ００４５５

１２００ ００２１８

１８００ ０００４８

２４００ ００００１

表２　球体点云数据拟合
Ｔａｂｌｅ２　Ｆｉｔｔｉｎｇｏｆｓｐｈｅｒｅｐｏｉｎｔｃｌｏｕｄｄａｔａ

目标曲面

与采样点

相对中误差

ＲＲＭＳＥ

ＤＣＴ
拟合

０９９４３

ｄｂ４
小波拟合

１１４８１

ｄｂ８
小波拟合

０９９６３

ｓｙｍ４
小波拟合

０８４８９

３次ＧＦ
系统拟合

０７１７２

４　结论与展望
本文利用ＧＦ系统对给定的散乱数据点进行最

佳平方逼近，得到拟合曲面。实验结果表明，该方

法不仅可以拟合出光滑的曲面，而且因 ＧＦ系统是
正交样条函数系，还可以引入频谱分析手段进行后

续分析工作。本文利用拟合系数 （即频谱），计算

了拟合曲面的能量，从而给出了散乱数据的一种新

度量。下一步我们将研究快速算法，从而能应用于

更大规模的散乱数据拟合。利用散乱数据的能量模

型可以深度挖掘散乱数据所隐藏的内部信息。
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